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Kaip skai¢iuoti a® (mod n)? Skai¢iy b uzragome dvejetainéje skaiciavimo

sistemoje:
b=ap+ 2" + a2 + - -+ + 2%, a; € {0,1}.
(Pavyzdziui, 11 = 142! + 23 27 =14 2! + 2% + 2%)) Tada

n a0+ 2 +a2? 4 a2k a®°

1
a® = a 12

a222 . aka

- a a - a
Suskaiciuojame skaiciy a?, 0 < J < k, dalybos i$ n liekanas. Tai néra taip
sunku, kaip is pirmo zvilgsnio gali atrodyti. IS tikryjy, jei radome skaiciaus
a? dalybos i§ n lickana r, tai skai¢iaus a¥ " dalybos i3 n lickana sutaps su

skai¢iaus r? liekana, nes
97+1 27 2
a” = (a ) (mod n).
1. pavyzdys. Rasime skaic¢iaus 7% dalybos i§ 41 lickang.

Sprendimas. Skaic¢iy 39 uzrasome dvejetainéje skaic¢iavimo sistemoje:
39 =1+2+2%+2°
Tada
739 = TIHREPHY = 7l 72 72 72 (nod 41).
Skaiciuojame liekanas:
7' = 7 (mod 41),
7 = 49 = 8 (mod 41),



77 = (77')? = 82 = 64 = 23 (mod 41),
77 = (77°)2 = 232 = 37 = —4 (mod 41),
7" = (7%)? = (=4)® = 16 (mod 41),
77 = (72 = 16> = 10 (mod 41).
Taigi
79 =7.8-23-10=56-230 = 15-25 = 6 (mod 41).

Oilerio funkcija. Tarkim, n — naturalusis skaicius, n > 1. Aibés
{1,2,...,n—1}

skaiCiy, tarpusavyje pirminiy su n, skai¢ius zZymimas ¢(n). Apibrézkime

(1) = 1. Taip apibrézta funkcija
p:N—N

vadinama Oilerio funkcija. Pavyzdziui, p(2) = 1, p(3) = 2, ¢(4) = 2,
©(5) = 4. Oilerio funkcija yra multiplikatyvi:

DBD(m,n) =1 = ¢(mn) = p(m) - ¢(n).

Pavyzdziui, ¢(12) = ¢(3-4) = ¢(3) - p(4) =2 -2 = 4.
Sakykime, kad naturaliojo skaic¢iaus n kanoniné israiska yra

o1 (&5 Qg
n=p "P2" Py -

¢<n>=n.(1_i).(l_é)-.-(1_]%).

2. pavyzdys. Rasime ¢(360).

Tada

Sprendimas. Skai¢iaus 360 kanoniné iSraiska yra 360 = 23 - 32 - 5!, todél

©(360) = 360 (1 - %) (1 - %) <1 - %) = 96.

Taigi aibéje {1,2,3,...,359} yra 96 skaiciai, tarpusavyje pirminiai su 360.
0

3. pastaba. Jei p — pirminis skaicius, tai visi aibés {1,2,...,p — 1} skaiciai

yra tarpusavyje pirminiai su p, todél p(p) =p — 1.
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Kaip skaiciuoti a’ (mod n), kai b > ¢(n)? Sakykime, kad b > ¢(n).
Skai¢iuojant a’® (mod n) praveréia tokia teorema:
4. teorema (Oilerio teorema). Tegun € N, n > 1, ir (a,n) = 1. Tada
a?™ =1 (mod n).
Padalijame skaiciy b i$ skaiciaus ¢(n) su liekana:
b=wn)-m+r, 0<r<epn).
Remiantis Oilerio teorema,
ab = P M = fmL g = (P " = @ (mod n) .
5. pavyzdys. Rasime 32! (mod 38).

Sprendimas. Suskaic¢iuojame:
2(38) = 0(219) = 0(2) - 9(19) = 18.
Tada skai¢iy 201 padalijame su liekana is ¢(38) = 18:
201 =18-11+ 3.
Kadangi (3, 38) = 1, tai, remiantis Oilerio teorema, 3'® = 1 (mod 38), todeél
3201 = I81143 — (318Y11 33 — (1)11. 3% = 97 (mod 38).
U

Likiniy klasés. Fiksuokime naturalyjj skai¢iy n. Bet kuriam sveikajam
skai¢iui k apibrézkime aibe
k={a+nt|tecZl,
kuri sudaryta is ty sveikyjy skaiciy, kuriy dalybos i$ n liekana sutampa su
skaitiaus k dalybos i3 n liekana. Si aibé vadinama likiniy klase moduliu
n. Likiniy klase nusako bet kuris jos elementas, t. y., jeia € k, taia =k,
nes a ir k. Visy likiniy klasiy moduliu n aibé zZymima Z,,. Apibrézkime
sudéties ir daugybos operacijas aibéje Z,,:
k+1:=k+1,
k-l:=Fk-l

wl Wl



Pazymeékime
U,={a€Z,|(a,n)=1}.

Elementas @, a € {1,2,...,n — 1}, priklauso aibei U, tada ir tik tada, kai
(a,n) = 1. Todél aibé U, turi lygiai ¢(n) elementy. Pavyzdziui, aibé

Upg = {1, 3, 7,§} turi lygiai ¢(10) = 4 elementus.

6. pavyzdys. [rodysime, kad aibé U, liekany klasiy daugybos atzvilgiu

sudaro grupe.

Jrodymas. Jei a,b € U,, tai (a,n) = (b,n) = 1, todél (ab,n) = 1. Vadinasi,
ab € U,,. Taigi lickany klasiy daugyba yra operacija aibéje U,,.
(Asociatyvumas) Akivaizdu, kad bet kuriems @, b, ¢ € U, teisinga lygybe

a-(b-¢)=(a-b)-

Ql

(Neutralusis elementas) Liekany klasé 1 € U, yra neutralus elementas,

nes
a-1=a.

(Atvirkstinis elementas) Tegu a € U,,. Kadangi (a,n) = 1, tai egzistuoja
tokie skaiciai z,y € Z, kad

ar +ny = 1.
IS ¢ia gauname, kad (x,n) = 1, todél T € U,,. Tada
G-T=ar =axr +ny =1,
todela ! =T O
7. pavyzdys. Irodysime, kad grupé U;s yra cikliné, o grupé U;g — néra.

Irodymas. Baigtine grupée yra cikline tada ir tik tada, kai egzistuoja jos
elementas, kurio eilé lygi tos grupés elementy skaiciui.

Nagrin¢kime grupe Ujz. Tegu 2 € Uz Grupeée Upz turi ¢(13) = 12
elementy. Jrodysime, kad elemento 2 eilé yra 12, todél U3 bus cikliné grupé.
Kadangi (2,13) = 1, tai pagal Oilerio teorema 2¢13) = 2'2 = 1 (mod 13),

todél 22 = 1. Todél elemento 2 eilé yra skaiciaus 12 daliklis. Patikriname



visus skaiciaus 12 daliklius:

2 =9 4T,
14T,
P
=341,
=T AT

Todél skai¢ius 12 yra maziausias naturalusis skaicius, kuriuo pakelus ele-
mentg 2 gauname 1. Taigi elemento 2 eilé yra 12 ir grupé U,z yra cikliné:
ca3::{§,§2,§i...,5”,512::1}.

Nagrinékime grupe Uyg. Si grupé turi ¢(16) = 8 elementus, todél pakanka
irodyti, kad néra elemento, kurio eilé lygi 8. IS tikryjy,

Tikriname:

' =1,

34=1,

5Y=T,

7%=1,
9°=9-16"=—7"=1,
'=T1-16"'=—"5"=T,
B'=3-16'==3"=1,
B =15-16"=-1"=1

Is ¢ia matome, kad kiekvieno grupés elemento eilé mazesné uz 8, todél grupé
Ui¢ néra cikliné. O

8. pastaba. Yra zinoma, jog grupé U, yra cikliné tada ir tik tada, kai
skaicius n turi pavidalg 2, 4, p® arba 2p®, kur p — nelyginis pirminis skaicius.

Siek tiek kriptografijos. Sakykime, kad du asmenys nori susiraSinéti
taip, kad siunciamo teksto niekas negaléty perskaityti (zinoma, visada yra
tikimybe, kad ir labai maza, jog pasalinis asmuo atspés jusy kodavimo sis-
tema). Sie du asmenys sugalvoja skai¢ius p, ¢, n = p-q, E, D, tenkinané¢ius
tokias salygas:



1) p ir q¢ — skirtingi pirminiai skaiciai. Tada p(n) = (p — 1)(¢ — 1);

2) E yra tarpusavyje pirminis su ¢(n);

3) E-D = 1(mod ¢(n)), t. y. D yra lyginio Fx = 1(mod ¢(n))
sprendinys.

Tada pranesimo dalys, abiem asmenim zinomu budu, koduojamos kaip ziedo

Z,, elementai. Tegu x € Z,. Siuntéjas apskaiciuoja elementg

y=e(z), y==x
ir siuncia ji gavéjui. Funkcija e(r) = z¥ vadinama uZkodavimo funkcija.
Gavéjas iS elemento y ir zinomy skaic¢iy p, ¢, n = p - q, E, D atkoduoja
elementa x = d(y):

z=yP.
Funkcija d(y) = y? vadinama ikodavimo funkcija. I$ tikryjy, kadangi
E-D =1(mod ¢(n)),
tai - D = @(n)-m + 1. Remiantis Oilerio teorema, ¥™ = T, todél
yD _ ZL'E.D — x(p(n)-m-l—l _ (:L,go(n))m Cr = (T)m ST =1

9. pavyzdys. Zinodami skai¢ius n = 667 = 23 - 29, E = 19, uzkoduosime
ziedo Zggr elementg 93 ir atkoduosime elementa 413.

Sprendimas. Kadangi 667 = 23 - 29, tai
©(667) = (23 - 29) = 22 - 28 = 616.
Lyginio
Ez =1 (mod 616)

sprendinys yra lyginys x = 227 (mod 616), todél D = 227 (skai¢ius D ran-
damas nevienareikSmiskai; parenkame patj maziausia teigiama). Taigi ko-

duodami elementg 93, gauname elementy,
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Kaip gauti dalumo pozymj? Tegu n ir N — naturalieji skaic¢iai. Sa-
kykime, kad skaiciaus N uzrasas desimtainéje skaic¢iavimo sistemoje yra

apQi—1 - - - Gaa10ag, t. v.
N =ag+a;-10" +az-10° + - + ay - 10",
Skaiciaus 107, j = 0,1,2,..., dalybos i§ n liekana pazymeékime r;:
107 = 7 (mod n).
Tada
N=ay+ay-ri+ag-re+ -+ ag- 7, (mod n).

Be to, liekany seka rg, r1, 9, 73, ... yra periodiné.

10. pavyzdys. Rasime skaiciy 2422, 31256 ir 431564755125214119 dalybos
is 7 liekanas.

Sprendimas. 1§ pradziy randame skai¢iy 107, j = 0,1,2,..., dalybos i§ 7
liekanas r;. Skaiciuojame tol, kol lieckanos pradeda kartotis:
ro=1(mod 7), r1 =10' =3 (mod 7), r, =10* =3°=2(mod 7),
r3 =10° =10?-10 =2 - 10 = 6 (mod 7),
ry =10 =10°-10 =610 = 4 (mod 7),
rs =10° =10*-10 =4 - 10 = 5 (mod 7),
r¢ = 10°=10°-10 =510 = 1 (mod 7).

Gavome 19 = rg, todél lieckanos toliau kartosis periodiskai (periodas lygus
6). Dabar galime suskai¢iuoti duoty skai¢iy dalybos is 7 liekanas:

2422 =2rg+2ry +4ro+2r3=2-142-34+4-2+2-6 =0 (mod 7),
31256 = 6rg+5r;+2ro+1r34+3ry =6-145-34+2-24+1-6+3-4 = 1 (mod 7),
431564755125214119 = 9rg + 1y + 1rg + 4rs + 1ry + 215 + 57 + 217 + 1rg+

+5r9 + 5r10 + Trin + 4r1g + 6113 + 5r14 + 1ris + 316 + 4117 =

=9-14+1-3+1-24+4-6+1-44+2-54+5-1+2-3+1-2+
+5-6+5-44+7-54+4-14+6-3+5-241-6+3-444-5=3(mod 7).
O



Uzdaviniai.

1. uzdavinys (*). Apskaiciuokite:
838 (mod 43);

13% (mod 71);

c) 12087 (mod 59);

d) 13787 (mod 67).

Ats.: a) 4; b) 11; ¢) 58; d) 45.

a
b

2. uzdavinys (*). Oilerio teoremos pagalba, apskaiciuokite:
a) 319 (mod 100); b) 727 (mod 100); c¢) 11922 (mod 100).
Ats.:

a) 27 (mod 100); b) 43 (mod 100); c¢) 21 (mod 100).

3. uzdavinys (*). Raskite skaiciaus 103'?® a) paskutinj skaitmenj; b) pas-
kutinius du skaitmenis.

Ats.: a) 7; b) 27.

4. uzdavinys. Sudarykite dalumo is 11 pozymj ir jo pagalba suskaiciuokite
skaiciaus a) 1523; b) 25331; ¢) 51245583 dalybos is 11 lickana.
Ats.: a) 5;b) 9; ¢) 4.

5. uzdavinys. Sudarykite dalumo is 13 pozymj ir jo pagalba suskaiciuokite
skaiciaus a) 1523; b) 25331; ¢) 51245583 dalybos is 13 lickana.
Ats.: a) 2;b) 7; ¢) 12.

6. uzdavinys (*). Grupéje U, kai 2 < n < 15, raskite didziausios eilés
elementa. Kurios is Siy grupiy yra ciklinés?
Ats.:



| n || @ |@eile | |U,] | ar cikling |
2 1 1 1 1 taip
30 2 2 2 taip
4 3 2 2 taip
51 2 4 4 taip
6 || 5 2 2 taip
71 3 6 6 taip
81 3 2 4 ne
91 2 6 6 taip
10| 3 4 4 taip
11 2 10 10 taip
12| 5 2 4 ne
13 2 12 12 taip
141 3 6 6 taip
15 2 4 8 ne

Antrame stulpelyje parasytas grupés U,, maksimalios eilés elementas, o tre-

¢iame — Sio elemento eilé. Ketvirtame stulpelyje | U,| zymi grupés U, ele-

menty skaiciy.

7. uzdavinys (*). Uzkoduokite ir iskoduokite aibés Z,, elementus a, b, c,

kai

a)n="7-13, E =11, p(7-13) =72, a = 22, b = 41

o
I
-

)
b) n=11-19, E =13, p(11-19) = 180, a = 21, b = 41, ¢ = 68;
¢)n=17-23, E=9, p(17-23) =352, a = 21, b
)
)

Ats.:

=41, c=6T;
d) n=31-43, E = 11, p(31 - 43) = 1260, a = 21, b = 41, ¢ = 67;
e) n=47-61, E =53, p(47 - 61) = 2760, a = 21, b = 41, ¢ = 67.
a) D =59, e(22) = 29, e(41) = 20, ¢(68) = 87,
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8. uzdavinys. Tegu a, r, s ir t — sveikieji skaiciai. [rodykite, kad skaicius
DBD(a? + t, sa + r) yra skai¢iaus r? + ts* daliklis.

9. uzdavinys. Tegu p — pirminis skaicius, p = 2k + 1. [Irodykite, kad
(k1?2 + (—=1)F = 0 (mod p).

10. uzdavinys. Tegu n € N. Kokias liekanas galima gauti dalijant skaiciy
74+ 11™ 18 197

Ats.: 1, 2 ir 18.
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